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面向高效微分求解电解质晶体管基储备池计算系统
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（南京大学电子科学与工程学院，江苏南京 210023）
摘　要：　物理储备池计算（Physical Reservoir Computing，PRC）凭借其低训练成本与高并行效率，已成为时序信

号处理与复杂动力学系统建模的新兴范式。该方法主要依赖于器件物理特性中的非线性与短时记忆动力学特性，实

现对时序信号的高维映射，获得丰富的储备池状态，从而实现对复杂状态方程较为精确的求解及预测。PRC仅需求解

输出层权重、推理功耗低、少样本数据驱动等优势，为在端侧硬件上实现混沌微分方程与偏微分方程的实时求解提供

了全新路径。然而，如何将高阶复杂时序任务的处理算法与物理器件的本征调控机制有效适配，仍是制约其实际部署

的关键瓶颈。本文报道了一种基于铟镓锌氧化物（Indium Gallium Zinc Oxide，IGZO）电解质晶体管的高效物理储备池

计算系统，成功实现了混沌含时微分方程序列的求解预测，并首次报道了基于物理计算系统的偏微分方程求解。借助

IGZO器件的低功耗特性、连续非线性映射能力，设计了轻量化的储备池训练推理与方程求解协同算法，对 IGZO晶体

管的电学响应与离子迁移动力学行为进行了精确建模表征，并在现场可编程门阵列（Field Programmable Gate Array，
FPGA）平台上完成了系统级仿真验证。资源评估表明，相较于传统四阶Runge-Kutta算法实现，本方案在保持同等精

度的前提下，数字信号处理单元（Digital Signal Processor，DSP）与触发器（Flip-Flop，FF）资源占用分别降低约 64% 与

50%，整体逻辑开销显著优化。求解性能方面，实验选取Mackey-Glass、Lorenz这两类混沌微分方程及一维热扩散方程

为基准，与主流数值方法（Runge-Kutta）及现有物理计算平台进行对比。结果表明，该系统在混沌微分方程求解中展现

出约 11 μs 的延迟，相比 Runge-Kutta 方法功耗降低 15%，归一化均方根误差（Normalized Root Mean Square Error，
NRMSE≈0.04）与现有大多数高效物理计算系统相当；针对一维热扩散偏微分方程，计算时间较二阶Runge-Kutta缩短

至 1/400，且精度方面NRMSE≈0.008也与之相当。本研究不仅验证了 IGZO基PRC系统在通用微分方程求解中的高效

性与准确性，更为下一代轻量化、低功耗的端侧科学计算与神经形态硬件平台提供了可拓展的架构基础与工程实践

参考。
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Electrolyte Transistor-Based Reservoir Computing for High-Efficiency 
Differential Solving System

DU Mingyang, HAN Mengtao, XING Qianye, CUI Hangyuan, WAN Changjin*

(School of Electronic Science and Engineering, Nanjing University, Nanjing, Jiangsu 210023, China)
Abstract:　Physical reservoir computing (PRC), characterized by its low training cost and high parallel efficiency, has 

emerged as a promising paradigm for temporal signal processing and complex dynamical system modeling. By leveraging 
the intrinsic nonlinearity and short-term memory dynamics of physical devices, PRC maps temporal inputs into a high-di⁃
mensional state space, generating rich reservoir states that enable accurate solving and prediction of complex state equa⁃
tions. With advantages such as readout-layer-only training, low inference power consumption, and few-shot data driven, 
PRC offers a novel pathway for real-time solving of chaotic differential and partial differential equations on edge hardware. 
However, effectively co-designing high-order temporal processing algorithms with the intrinsic modulation mechanisms of 
physical devices remains a key bottleneck hindering practical deployment. Here, we report a highly efficient PRC system 
based on indium gallium zinc oxide (IGZO) electrolyte transistors, achieving the solving and prediction of time-dependent 
chaotic differential equations and partial differential equations. Leveraging the low-power characteristics and continuous 
nonlinear mapping capability of IGZO devices, we designed a lightweight algorithm co-optimizing reservoir training, infer⁃
ence, and equation solving. The electrical response and ion migration dynamics of the IGZO transistors were accurately 
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modeled and characterized, followed by system-level validation on the field programmable gate array (FPGA). Resource 
evaluation demonstrates that, compared to a conventional fourth-order Runge-Kutta (RK4) implementation, our approach re⁃
duces digital signal processor (DSP) and flip-flop utilization by approximately 64% and 50%, respectively, while maintain⁃
ing equivalent accuracy. In performance benchmarks using the Mackey-Glass equation, Lorenz chaotic sequence, and one-

dimensional heat diffusion equation, our system achieves an inference latency of 11 μs and reduces power consumption by 
15%, with a normalized root mean square error (NRMSE≈0.04) comparable to the Runge-Kutta method. For the partial dif⁃
ferential equation (PDE) task, computation time is reduced to 1/400 of that required by the second-order Runge-Kutta 
(RK2) method, while maintaining a comparable NRMSE≈0.008. This work not only validates the efficiency and accuracy 
of IGZO-based PRC in solving general differential equations, but also provides a scalable architectural foundation and prac⁃
tical engineering reference for next-generation lightweight, low-power edge scientific computing and neuromorphic hard⁃
ware platforms.

Keywords:　 indium gallium zinc oxide (IGZO) electrolyte transistor; artificial synaptic device; reservoir computing; 
chaotic differential equation solving; partial differential equation solving
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0　引言

微分方程在理解自然界的运作和解决实际问题

中扮演了不可或缺的角色，广泛应用于物理学、工程

技术、经济分析、生物学以及社会科学等多个领

域［1-2］。实际生活中，大多数微分方程应用场景用查

表法、规则引擎、简单滤波就能近似，无需显式求解。

但是面对高度非线性、高度复杂性、高精度计算场景

下，原生地实现微分方程的计算具有其必要性。如

今，由于复杂微分系统在工业中的广泛应用，探索加

速其模拟求解的新技术已成为迫切需求。此外，科学

计算中，常微分方程（Ordinary Differential Equation，
ODE）和 偏 微 分 方 程（Partial Differential Equation，
PDE）构成了描述动力系统、流体演化、热传导及混沌

行为的核心数学工具。传统数值方法（如 Runge-

Kutta、有限元法）虽能提供高精度解，但其计算复杂

度高、内存占用大，严重依赖高性能计算资源。近年

来，随着数学方法的进步以及机器学习方法的创新，

涌现了一大批传统数值方法的软件替代算法，主要有

深度神经网络［3］，机器学习或者其他创新性算法［4-5］。
在硬件平台上实现微分算子、硬件加速器以提升方程

计算速度是另一种途径，例如，早在二十世纪就有人

提出利用运算放大器构建的微分电路或 LC 谐振子系

统［6-8］，以连续时间硬件原生地执行微分操作。然而，

这类模拟微分电路本质上是线性、开环且对噪声高度

敏感的专用结构，不仅难以稳定实现高阶或非线性微

分算子，更无法扩展至偏微分方程或多变量耦合系统

的求解。因此，它们在复杂动力系统建模中应用极为

有限。当前学界针对硬件实现微分计算的尝试更为

精细而复杂，为微分求解系统设计的硬件架构设计囊

括了并行处理［9］，以及神经网络［10］，已经形成了完善

的全系统硬件电路平台，也有尝试通过新型忆阻器阵

列直接实现 Runge-Kutta 等算法中的矩阵及向量运

算［11］，但是往往会有能效比过低、模型冗余的问题。边

缘设备（如传感器、机器人、嵌入式芯片）上，实时求解

或预测由微分方程（ODE/PDE）描述的物理/动态系统行

为的需求日益增加。随着边缘计算以及边缘智能的发

展，亟需采用新的手段在手机、无人机、自动驾驶汽车

等终端平台实现高准确率、高效能的小批量微分求解。

近年来，受大脑结构和工作机制启发的神经形态

计算因其极高的能效比及有望实现类脑计算范式而

备受关注。其中，储备池计算（Reservoir Computing，
RC）因其固定内部权重、仅需训练线性读出层的特

性，展现出在时序动力学建模中的高效性与硬件友好

性，与边缘微分计算的应用场景高度契合。储备池作

为一种高效的类脑计算模型，特别擅长处理时序数

据，其核心思想是利用一个固定、随机连接的动态系

统将输入信号映射到高维空间，仅需训练一个简单的

线性读出层，从而极大降低了训练复杂度和计算开

销。通过引入“储备池”的概念，该方法允许网络更

灵活地捕捉长期依赖关系，从而提高了网络的性能和

效率［12］。在 RC 网络中，输入层到储备池之间的输入

连接权重和储备池内部节点之间的连接权重是随机

生成且固定不变的，因此仅需训练输出层的权值，这

使得 RC 网络的训练过程相对简单且快速，大大降低

了计算成本。现有 RC 系统实现方式主要有软硬件两

种。例如 Liang 等［13］设计了一套基于旋转神经元的

RC 实现算法，但是多数软件方法常常面临着计算时

间较长，能耗相对于硬件 RC 实现较高的问题。

更进一步，利用材料与器件的物理性质来实现时

序输入的高维映射以及时间特性，从而实现基于硬件

的储备池计算方面屡见报道。这种物理实现的储备

池结构，被称为物理储备池（Physical Reservoir Com⁃
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puting，PRC），可以弥补传统 RC 在边缘系统上的数据

传输及运算时间长等问题，同时又兼具极高的能效

比，为基于边缘平台的时序信号处理以及复杂方程行

为分析提供了新的思路。例如，借助电解质晶体

管［14-16］、忆阻器［12，17-18］、纳米器件［19-21］及铁电隧道

结［22］等构筑的 PRC 器件，已报道了高能效、高识别率

的时序信号识别的实现。前述微分方程求解硬件系

统中，运算放大器微分电路只能实现简易微分算子，

而通常 5 V 工作电源导致能耗较高；谐振子实现的模

拟计算（analog computing）只适用于系数确定的二阶

线性齐次微分方程［8］；在忆阻器阵列上直接运行

Runge-Kutta 数值求解算法也面临训练阶段功耗较大

的问题［11］。由此，基于 PRC 器件实施储备池算法，有

望实现输入到输出的全流程微分求解，同时对于不同

时序方程保持高度可迁移性，更有潜力实现高精度、

混沌非线性微分方程的求解与预测任务。

1　相关工作

在近年人工智能发展的浪潮下，神经常微分方程

的概念被提出来。神经微分方程（Neural differential 
equations，NDEs）是一种结合了深度学习与微分方程

的前沿研究领域。在传统的深度神经网络中，信息通

过一系列离散的层传递，每一层都可以视为对输入数

据的一次变换。相比之下，神经微分方程采用了一种

连续的视角，其中网络的某一层或整个网络可以被看

作是一个动态系统的演化过程，该系统由微分方程描

述［23］。NDEs 的核心思想是使用一个参数化的微分

方程来代替传统的网络层，网络可以通过改变这些微

分方程中的参数来学习数据中的复杂模式。这样，网

络的一层不再是一个简单的非线性变换，而是一个连

续变化的过程，可以更自然地模拟物理世界中的连续

动态过程。神经常微分方程的一个关键优势是它们

可以自然地处理不同时间点的数据，使其特别适合于

时间序列数据、动态系统建模和任何需要考虑数据连

续性的场合。此外，它们还具有参数效率高和可以通

过已知物理定律约束模型的优点。

NDEs 的硬件化是一种新的思路。物理储备池计

算（PRC）是实现 NDEs 硬件化的最核心路径之一。神

经常微分方程（NDEs）本质上是一个连续时间的动力

学系统，而 PRC 正是利用器件中复杂的非线性动力

学系统来直接执行计算。PRC 的超低功耗、实时处

理、无需训练储备池权重等特性也便于在边缘平台部

署和低功耗运行。另一方面，传统的计算机结构是冯

诺依曼结构，此结构的最大特点是处理单元和存储单

元互相独立，数据通过总线在两者之间传输。当数据

量过于庞大，整个计算系统的运行效率便会被总线的

传输能力所限制，并且由于处理单元和储存单元之间

的大量高速数据传输，系统的能耗和产生的热量也会

变得相当高，这就是著名的“冯诺依曼瓶颈”［24］。在

当下人工智能迅速发展背景下，“冯诺依曼瓶颈”带

来的影响更加无法忽视。目前的人工智能依靠着大

量的数据来使模型更加精确，这无疑放大了传统计算

机硬件结构的缺陷。为了解决这个问题，研究者试图

从硬件角度重新实现一种新的架构，参照大脑的结构

与神经元的特性，来实现真正意义上的“人工智能”，

这就是神经形态计算［25］。大脑的抗干扰力、学习能

力极高，同时工作的功耗低于 20 W［26-27］，所以成为了

新的硬件架构理想的学习范式。而 PRC 的物理特性

与突触十分相似，沟道电流可以模仿突触电流，因此

可以作为神经形态计算的一种物理实现。

目前 PRC 已经成为神经形态计算研究的热点，在

学习提取微分方程、混沌序列、手写数字、语音信号中

的复杂逻辑等任务上表现出了极高并行度［28-29］、超高

速［30-32］、低功耗［29，33］等特性，因此成为边缘系统 NDEs
计算的理想载体。国际上已经成功利用许多器件实

现了物理 RC。Moon 等［17］利用动态忆阻器构建 RC 系

统，实现了 Mackey-Glass混沌序列预测语音分类，准确

率达到了 99.2%；Milano 等［21］基于自组织纳米线网络

实现全忆阻 RC 架构，完成了手写数字识别已经

Mackey-Glass 序列预测，预测准确率超过 90%。Yu
等［22］使用超薄（3.5 nm）铁电隧穿结实现时序序列学习，

功耗低至 90 pJ。Yang 等［14］首次将铟镓锌氧化物（In⁃
dium Gallium Zinc Oxide，IGZO）基双电层晶体管用于

RC，实现手写数字与语音识别，单状态能耗仅 1.9 nJ，展
现出优异的短时记忆与离子弛豫动力学特性。尽管

上述工作验证了RC在分类任务（如语音、动作识别）上

的有效性，但直接用于微分方程求解的片上实现仍较

为罕见。此外，许多器件依赖于特殊环境以及条件，对

温湿度有较强要求，难以在手机无人机等边缘计算平

台落地应用。最后，许多 PRC 数据读出依赖外设或电

脑，尤其缺乏独立集成的有完整信号链的解决方案。

基于此，本文提出一种基于 IGZO 基双电层晶体

管的微分方程求解 RC 实现方案，基于器件离子弛豫

以及短时记忆效应，进一步实现高效的 PRC，从而完

成高精度低功耗的复杂微分方程求解。实验平台采

用现场可编程门阵列（Field Programmable Gate Array，
FPGA）做读出电路，FPGA 具有极高的 I/O 灵活性和并

行处理能力，可直接与 IGZO 晶体管基物理储备池阵

列并行连接，实现纳秒级精度的激励信号生成（如脉

冲序列）和高速、同步的响应信号读取。这对于捕捉

晶体管的瞬态动力学至关重要。FPGA 上搭载的处理

器核可以加载运行高级语言程序算法，使得系统功能

高度可编程，从而运行 RC 相关的矩阵计算。此外，

因为储备池计算是数据驱动的，面对不同 ODE/PDE
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不需要重复编程，只需要在输入数据中学习，所以适

用于任意 ODE/PDE 系统，尤其在复杂混沌时序序列

中表现出超越其他数值方法的性能。

2　基于电解质晶体管的物理储备池系统

如图 1 所示，在电解质晶体管物理特性基础上，

我们构建了一套 PRC 系统原型。

基于电解质晶体管的储备池网络结构如图 1（a）
所示。该储备池由随机连接的非线性神经元节点构

成网络，可随时间输入信号动态演化。为实现此类随

机连接，我们采用基于离子松弛的时间复用掩模工

艺，构建了电解质层耦合储备池计算系统。本研究中

我们实现 PRC 的思路如下：将输入信号乘以不同掩

模矩阵，再以栅极电压的形式加在电解质晶体管上，

这样每个时间段内的离子松弛耦合通道电流就累积

为 N 段储备池状态。栅极电压脉冲会因电解质层的

耦合诱导通道电流上升，并在脉冲后因离子松弛导致

电流衰减。这种性质被用于模拟突触功能，包括兴奋

性突触后电流（Excitatory Post-Synaptic Current，EPSC）
响应及短期可塑性。我们将信号处理的过程详细描

述如下：多种常微分方程（ODEs）或者是偏微分方程

（PDEs）的输入 s1 = f (xyt...) 经过掩模处理、缩放到

1~2 V 电压后输入晶体管栅极，转换为漏源间的电流

输出 s2 = f (xyt...)。其中掩模矩阵值为［-1，1］随机

取值，目的是在节点间建立随机连接，同时将原始数

据映射到储备池空间。掩模尺寸为输入维度×特征

长度 ML×节点数 N，处理过后每个节点都拥有 ML 列

不同输入。增大 ML 可以增加储备池对输入特征的

提取能力，但是也带来了计算负荷，对于这类超参数

的取值常常由经验确定或者凭借网格遍历（grid 
search）。在本次实验中储备池空间里的节点由晶体

管模型的响应组成。此次实验中我们将常规的 ODEs
扩展到了 PDEs，证明了系统在求解复杂混沌微分方

程和高维方程上的潜力。图 1（b）也展示了电解质晶

体管的结构：我们以 Si 片为基底并引出栅极，纳米

SiO2 颗粒为第一层电解质，InGaZnO 层为沟道，以 Al
做漏极和源极的电极。多孔的纳米 SiO2 颗粒富含质

子（H+），作为离子导体在界面形成了双电层（Electric 
Double Layer，EDL），栅压驱动离子在界面处聚集，从

而在低电压下就可以调控 IGZO 沟道。此外，晶体管

双电层中的强静电耦合和电化学掺杂导致通道导电

性能发生瞬时或长期性变化，进而可以模拟突触的短

时及长程可塑性［34］。因为 IGZO 层独特的离子弛豫

与短时记忆特性，我们能够实现理想的 PRC 功能。

其中时间响应即利用器件短时记忆特性，将过去状态

I(n - 1)与当前状态 I(n)耦合，更有利于混沌状态的识

别与处理。器件漏电流读出之后，对储备池状态进行

线性回归，即可得到最终处理后的方程序列。我们只

需要通过训练线性回归的权重矩阵，就可以实现对多

种 ODE 和 PDE 的求解和预测。

对于 IGZO电解质晶体管的电学特性我们用图1（c）
和图 1（d）描述，器件的电学特性在探针台中通过半

导体参数分析仪（Keithley 2636B）进行表征，所有测

试均在室温（相对湿度 50%）条件下完成。图 1（c）展

示了栅压上升后下降导致离子弛豫效应，进而回滞电

流因为载流子累积而更大。此类短时突触功能可基

于离子相关双电层调制与拉伸指数衰减函数进行有

效建模。如图 1（d），EPSC 过程可分解为两个独立过

程：当突触前脉冲作用于栅极时，沟道电流呈上升趋

势。在突触前脉冲期间，质子受电场驱动迁移至

IGZO/SiO2 界面，这些聚集质子通过静电耦合效应引

发沟道电流急剧上升。该过程可类比 RC 并联电路的

充电过程。EPSC 的第二过程是：突触前脉冲结束后，

IGZO/SiO2栅极介质界面处的质子因浓度梯度作用扩

散离开界面，通道电流逐渐衰减至稳态。该过程本质

上是离子弛豫现象，故 EPSC 的第一、第二过程可用下

列方程描述［14，35］：

IDS = κ ×
é

ë

ê
êê
ê1 - exp ( - t

τDL )ùûúúúú (t ≤ TD )

     = κ ×
é

ë

ê
êê
ê1 - exp ( - TD

τDL )ùûúúúú × exp ( - t - TD

τIR )  (t > TD )
（1）

输
入

N
(t)

掩模

…

输
出

M
(t)

读出层

…

MO1

MO2

MOM
MinN

Min2

Min1

(a) 基于电解质晶体管的PRC
系统的示意图

(a) Electrolyte transistor-based 
PRC system

−
−

−

−

−−

−

−

−

(c) VDS =2.0 V下典型的回滞曲线

(c) Typical hysteresis loop at 
VDS= 2.0 V

GIN

DS

SiO2 Electrolyte

IDS

VG

IGZO

(b) 电解质晶体管器件模型

(b) Model of the electrolyte tran⁃
sistor

(d) VDS=0.2 V; VGS=0.2 V 下典型

的EPSC曲线

(d) EPSC curve at VDS= 0.2 V and 
VGS= 0.2 V

图1　基于电解质晶体管的PRC系统及模型

Figure 1　The electrolyte transistor-based PRC system and device
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其中，κ，τDL，τIR 和 β分别是电流系数，EDL 电荷积累、

离子弛豫过程的时间常数和拉伸指数。TD 指突触前

脉冲持续时间。这些参数反映了晶体管的层间电容

和沟道导电特性，β反映了离子弛豫的速率，β<1 则表

示离子弛豫较明显，栅压撤去后电流衰减较缓慢，出

现长尾效应。

因此，基于上述两个方程可提取用于神经元储备

池计算的器件关键参数。实际参数会因器件双电层

的厚度、IGZO/SiO2界面缺陷等不同而稍有变化，而基

于上述步骤进行制备可以很大程度保持不同批次器件

参数的一致性［15］。在定量测试中可以计算出 τDL、τIR 和

β分别估计为 79.26、62.47 和 0.715；当施加的脉冲幅度

从 1.0 V变为 2.0 V（步长为 0.2 V）时，对应参数 κ的变化

范围为 26.85至 154.7 nA［14］。由以上两个方程联立，再

一阶近似可以得到更利于计算的一阶短时记忆模型。

I(n)=
ì
í
î

ïï
ïï
VGS ×

é

ë

ê
êê
ê1 - exp ( - TD

τDL )ùûúúúú + I (n - 1)üý
þ

ïï
ïï
× exp ( - TI

τIR )
（2）

其中，TD、TI 和 I(n - 1)分别表示脉冲持续时间、脉冲间

隔和代表前一时间步的状态的初始电流。本研究中

将 TD 和 TI 分别设为 200 ms 和 20 ms。因此，RC 系统

中的储备池可通过这种 IGZO 器件进行模拟。从此方

程可推知，物理存储器系统中不仅与当前时间步施加

的脉冲相关，还与前一时间步的残余电流相关。在输

出层，权重矩阵可通过岭回归计算：

Wout = Y ×X Τ (XX Τ + λI)† （3）
其中，符号“T”和“†”分别表示矩阵转置和摩尔-彭罗

斯伪逆。目标矩阵 Y是真值矩阵，代表求解或预测得

到的正确输出。因为储备池状态 X因为器件的时间

映射都是一样的而通常是一个奇异矩阵，所以我们加

入了正则项和伪逆的做法。λ取 1 × e-6，I为单位矩阵。

在实验阶段，我们采用 int8 量化方式在 FPGA 上完成

权重矩阵的计算，也能实现很好的处理效果。

3　实验结果与分析

3. 1　电解质晶体管制备与表征

我们在 n 型 Si （100）衬底上制备了电解质晶体

管 。 首 先 采 用 等 离 子 体 增 强 化 学 气 相 沉 积 法

（PECVD），在 120 ℃（实际 136 ℃）、100 sccm SiH4/N2混
合气（5% SiH4/95% N2）及 450 sccm N2O 气体条件下，

持续 270 ms 于洁净硅片（N ⁺）表面沉积纳米颗粒状

SiO₂电解质。随后在室温下通过射频磁控溅射法制

备 20 nm 厚 IGZO 薄膜（In：Ga：Zn 原子比为 2：2：1）。

沉积过程中氧气与氩气质量流量分别为 2 sccm 和

30 sccm，气压 0.43 Pa，功率为 60 W，持续 3 min。最后

通过光刻实现源漏极电极的图样化，采用热蒸发法沉

积 180 nm 厚铝膜。沟道长度与宽度分别为 10 μm 和

100 μm。关于转移曲线和 EPSC 的实际测量结果如

图 1（c）和图 1（d）所示。

我们展示了晶体管物理模型的电学特性，并对实

际器件进行了测试，结果如图 2 所示。

             (a) 不同栅压梯度下的EPSC
            (a) EPSC responses under gate voltage gradients

 (b) 上升期EPSC和下降期EPSC
(b) Dynamics of two phase EPSC

 (c) 器件实测数据与器件模型拟合效果

 (c) Device model based on experimental data

                                                               (d) 不同脉冲序列的非线性响应                                             (e) 对于5-bit脉冲的储备池状态响应

                                                (d) Nonlinear responses to different pulse sequences                          (e) Reservoir state responses to 5-bit pulse inputs
图2　电解质晶体管的表征

Figure 2　Characterization of the electrolyte transistor
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图 2（a）展示了当栅极施加幅度为 1.0 至 2.0 V
（0.2 V 步长）的电压脉冲且 VDS=0.1 V 时，突触后电流

（EPSC）的响应曲线。图 2（b）是根据实测参数和晶体

管公式（2）的仿真结果，分别展示了晶体管充电与衰

减过程，其中时间轴分别对应突触前脉冲施加于栅极

期间的前 200 ms 及脉冲结束后的 1 500 ms。可以发

现，在栅极电压接入和移除过程中，出现了典型的离

子积累和弛豫现象。该器件对栅极电压的电流响应

在 200 ms 之内就可以达到稳定，同时拥有相对漫长

的电流衰减和离子弛豫过程，可以满足构建物理储备

池的需要。图 2（c）展示了基于公式（1）和（2）的器件

模型和实测数据的对比，我们测试了在输入栅压为

1.0 V 时的拟合效果。结果显示器件模型对实际器件

有很好的近似，平均绝对误差（Mean Absolute Error，
MAE）≈0.65，MAE/数据范围≈3.03%，达到了较优秀水

平，说明了该模型可以很好地反映晶体管的储备池特

性，启发了下一步基于模型的储备池计算方法。

我们还需验证此晶体管进行储备池计算的可行

性。物理储备池计算器的内部状态需满足两个核心

判据：（1）对时序输入呈现动态演化特性；（2）对不同

输入序列产生可区分的状态。这些判据使储层能够

将输入非线性地映射并分离至高维空间。我们根据

实际测量的参数和公式（2）进行测试，图 2（d）展示了

不同二进制序列下电流输出，证明不同脉冲下能够产

生不同的储备池状态，验证了构建储备池模型的有效

性。图 2（e）显示了储备池对 5-bit 序列的输出演化，

呈现出增强的非线性与易失性模式分离能力。结果

显示，针对不同 5-bit 序列电解质晶体管储备池理论

上最多能够产生 25 种储备池状态，能够适应高精度

储备池计算的要求。

3. 2　实验原理与求解流程

本工作旨在构建一个数据驱动的代理模型，用于

求解和预测由常微分方程（ODE）。给定一个自治或

非自治 ODE 系统：x′ (t)= f (xt；θ)，其解 x(t) 构成一条

在状态空间中的轨迹。我们认为方程求解是：仅观测

输入序列，通过储备池计算对应的输出序列，在这里

因为存在待求解的混沌系统是自激的，初值可以设为

零，我们认定输入状态序列 x′ (t)，所学习的输出状态

是 x(t)。我们的微分方程求解系统无需显式调用数值

微分器。相对于求解，方程预测是仅通过观测历史状

态序列{ }x(ti )
k

i = 1
 ，预测未来状态 x(tk + 1 )。另外，在储

备池计算中，输入信号的表征方式直接影响系统对动

力学特征的捕获能力。对于由常微分方程生成的单

变量时间序列，其完整状态信息隐含于时间延迟结构

之中。为此，我们提出一种延迟嵌入（delay embed⁃
ding）策略，将单通道 ODE 信息延迟不同时间单位后

叠加到不同通道上，以重构高维相空间近似。具体而

言，给定一维观测信号 s Î R，我们首先通过自相关函

数（Auto Correlation Function，ACF）或平均互信息（Av⁃
erage Mutual Information，AMI）估计其最优延迟 τ ：若
采用 ACF，则取首个过零点对应的滞后；若采用 AMI，
估计 I(xt；xt + τ )（平均互信息），选第一个局部极小值

作为 τ。随后生成延迟时间模式：均匀模式 Dt =

{0τ2τ(d - 1)τ} 或 二 进 制 级 数 模 式 ：Dt =

{0τ2τ4τ2d - 2τ}。比如在 Mackey-Glass 序列中，选

择 τ = 123 显著提升了计算准确度。该嵌入作为储备

池的多通道输入，有效将单变量观测提升至近似状态

空间维度。与传统 RC 方法中无嵌入直连［直接输入

x(t) ］相比，本方法增加了计算的通道数，显著提升了

对弱混沌、多频振荡等复杂动力学的分辨能力，但是

不可避免地带来了通道之间数据的冗余，从而面向

PDE 等多通道任务表现不佳，反而增加了计算量。

对于预备求解或预测的方程，我们假设能够通过

外部输入传感器或者内部微分计算过程可以获取输

入微分序列 x′ (t) 或者{ }x(ti )
k

i = 1
。这是一个连续时间

序列，为了满足 FPGA 数据处理要求我们首先要对其

抽样到离散时间序列 Dx(n)。我们采用的 FPGA 主板

频率为纳秒级，对于绝大部分信号都满足奈奎斯特采

样定理，不会对信号产生失真。实验中，我们首先采

用高精度四阶龙格-库塔法（fourth-order Runge-Kutta，
RK4）生成多个典型 ODE 系统的训练数据，时间步长

Dt 根据方程振荡特性决定，确保数值解的可靠性。

所有系统均按照 Dt 采样至离散时间序列，并按 1∶∶1 比

例划分为训练集与测试集。数据处理流程如图 3（a）
所示。我们采用的 FPGA 开发板的型号为 AX7020
（ZYNQ7000），系统首先对方程输入数据进行掩模处

理、归一化到 1~2 V 的栅极电压后，调用数模转换单

元发送到晶体管或者直接采用公式（2）拟合完成。

电压脉冲持续时间为 200 ms，脉冲间隔为 20 ms。储

备池节点内部状态经模数转换单元量化后送入线性

读出层，通过岭回归训练权重矩阵。依赖于直接内存

传输模块可以实现数据高效的吞吐输入输出矩阵乘

法模块，同时模块内部使用了数据流使得启动间隔≈
1 个时钟周期，执行约 150 次矩阵乘法（Lorenz 序列求

解中储备池读出层计算）耗时≈11 μs。最后我们构建

了端到端的应用演示平台，FPGA 可以将结果数据发

个人电脑，在远程桌面上实时显示，便于可视化运算

结果。利用晶体管可以实现极低功耗计算［14-15］，但考

虑 FPGA 与器件数据传输的延迟，以及 AD/DA 的误差

干扰，本次实验我们基于公式（2）对晶体管响应进行

定量模拟，以验证利用电解质晶体管搭建物理储备池
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计算系统原型的可行性。

3. 3　混沌微分方程的预测与求解

接下来关于混沌 ODE 的预测与求解，我们选取

两个代表性方程进行验证：

Mackey-Glass 方程（时滞微分方程）为

x′ (t)= β
x(t - τ)

1 + x(t - τ)n
- γx(t)

其中，β = 0.2γ = 0.1τ = 17n = 10，因其高维混沌和时

延特性被广泛用于 RC 性能评测；

Lorenz 系统（三维连续混沌）为
x′= σ(y - x)y′= x(ρ - z)- yz′= xy - βz

其中，σ = 10ρ = 28β = 8/3，用于评估系统对奇异吸引

子的重构能力。

此类任务对储备池的非线性拟合能力要求高。为

此，我们将预测任务形式化为一个时间序列映射问题：以滑

动窗口内的 L个连续状态 x in= [ ]x(t-k+1)x(t-k)x(t)

作为输入，训练储备池读出层预测下一时刻状态。

方程求解使用 x′ (t) 序列输入，目标是拟合 x(t) 序列。

基于储备池计算的原理，输入信号被映射到了高维空

间之中，所以更容易提取其中的特征，捕获到时序中

的隐藏逻辑，从而实现准确的预测及求解。

我们分别用 Mackey-Glass 序列来实现求解任务，

Lorenz 序列来完成预测任务。根据经验和实际测试，

我们取 Mackey-Glass 系统的储备池节点数 N=100；ML
=10，总时间=20 000；时间间隔 0.005 s；对于 Lorenz 系
统，我们取 N=120；ML=10，总时间=20 000；时间间隔

0.01 s。Mackey-Glass 延迟方程中显著的延迟引发了

时序上的相干扰，产生了复杂的混沌状态延迟系统。

结果系统输出如图 3 所示。

图 3（b）相图显示求解与预测基本在对称轴的直

线 上 ，同 时 均 方 根 误 差（Root Mean Square Error，
RMSE）=0.043 达到了很好的效果。对于 Lorenz 方程

是一个经典三维空间混沌系统，研究 Lorenz 方程可以

展现本系统对于时间空间相耦合的方程的求解能力，

为 PDE 求解过渡。系统输出如图 4 所示。

图 4（a）展示了 100 s 开始后的 x-y-z 三维空间中

的输出片段，可以发现储备池基本提取到了方程中的

混沌信息和变化模式，展现了很好的非线性拟合能

力，归一化均方根误差（Normalized Root Mean Square 
Error，NRMSE）=0.04。
3. 4　偏微分方程的求解

目前学界基于储备池计算的时序方程求解主要

集中在 ODE，对于 PDE 的研究较少，但是实际上自然

系统往往有多个输入维度互相耦合，所以对于 PDE
求解的研究十分重要。尽管储备池计算天然适用于

时间序列建模，但其在偏微分方程领域的应用仍面临

挑战：PDE 解是时空函数，需同时处理空间耦合与时

间演化。

我们以最简单的一维热传导方程为例，模拟一维

杆的温度扩散：

¶u
¶t

= α
¶2u

¶x2

其中，u 是温度场。实际系统往往需要关注空间多个

点的温度信息，通过温度传感器输入计算，所以求解

温度变化规律十分重要。方程中有 ¶x（空间干涉，或

者叫扩散项）。储备池无法直接处理连续的 ¶x，所以

我们必须利用直线法（Method of Lines，MOL）对空间

进行离散化。我们在空间上取 N 个点，也就是晶体管

的数量。对于其中第 i 个点 ui (t)，它的二阶空间导数

通常用差分近似：

¶2u

¶x2
=

ui + 1 - 2ui + ui - 1

Dx2

把方程里的对空间偏导替换掉，PDE 就变成了

N 个 ODE 的方程组，其中第 i 个为
du
dt

= α
ui + 1 - 2ui + ui - 1

Dx2

需要注意的是，它不是一个独立的 ODE，它的右

边包含了 ui + 1 和 ui - 1。这意味着点 i 的变化率取决于

它相邻温度场的状态。也就是说空间耦合依然被保

留在了 ODE 之中，这也符合数学原理。需要注意的

               (a) PDE求解原理                      (b) 序列真值与求解结果

         (a) Schematic of the PDE           (b) Ground truth versus the solved 
               solving principle                          results of the sequence

图3　Mackey-Glass序列求解

Figure 3　Solving the Mackey-Glass sequence

           (a) xyz方向上的投影            (b) Lorenz真值与预测结果的相图

        (a) Projections along the x,          (b) Phase portraits of the Lorenz      
              y and z axes                                  system 

图4　Lorenz方程的预测结果

Figure 4　results of the Lorenz equations
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是，对于大多数空间弱耦合的方程直线法是适用的，

但是这样的解法只用了 N 个通道来描述空间不同点，

限制了 PDE 求解结果的空间分辨率。另外，和 ODE
预处理中的随机掩模不同，PDE 采用邻域掩模的方

式，让第 i 个物理储层节点，不仅接收第 i 个点的输

入，还接收临近点的输入，在数据处理层面模拟了空

间的局部性。这种设计是为了让求解器对于空间离

散误差更鲁棒，模拟了热扩散方程中的空间扩散效

应。整体求解框架和实验结果如图 5 所示。

详细的系统结构设计如图 5（a）所示，图 5（a）是

针对 PDE 修改后的处理 PDE 的数据链路图。将 PDE
分解后处理 ODE 方程组依旧可以沿用之前的储备池

架构和算法框架，只需最后将 N 个输出拼接到一起成

为 PDE 的完整求解结果。

PDE 的求解输入可以用
¶u(xt)
¶t

来求 u(xt)，也可

以将 u(xt) 作为待求解的序列来预测下一时刻的输

出。由于系统是通用的，支持两种处理方式，这里我

们采用预测的做法。将输入线法分解后在离散空间

网格上的解 u(xi t)视为多变量时间序列，其中每个空

间点 xi 对应一个输入通道。储备池的每个物理节点

接收一个空间位置的信号，得益于非线性响应与器件

差异性，其内部动态自然融合邻近点信息。读出层则

学习从高维储备态到下一时刻全场 u(xt + Dt) 的映

射。每一个储备池计算的节点 N，对应着 PDE 的一个

输入维度。对于偏微分方程的求解，我们将数据集分

割为 3∶∶7 两部分，前 70% 用于训练权重矩阵，后 30%

用于测试结果。我们取结点数 N=50，ML=4，总时长=
100，时间间隔 0.001 s。

系统求解结果如图 5（b）所示，由于每个通道上

的 ODE 较为简单（参考图 5（a）中的线法分解结果示

意图），实现了十分精确的输出结果（NRMSE=0.008 
58）。和传统软件方法相比，二阶 Runge-Kutta 计算时

间在 4.41x10-3 s，误差约在 10-3 到 10-4 之间［36-37］。相对

于 RK2，本文利用 PRC 方法在精度相当情况下实现了

计算时间的 1/400 减小。

3. 5　微分求解计算系统的整体分析

我们将系统在多项任务中的表现与近年来储备

池实现方程求解或序列预测相比较的结果放在

表 1 中。

由表 1 可以发现，我们的微分求解计算系统在多

项任务中都表现出了相对领先的准确率，对比传统数

值解法精度上有一定劣势，但在 Mackey-Glass 方程求

解上相比 PRC 系统（RMSE=0.12）和软件模拟的 RC 系

统（单个节点单元 NRMSE=0.17）已经取得了长足进

步；同时考虑到基于 FPGA 的轻量化推理平台的 int8
量化权重矩阵方式以及在数据传输转化中不可避免

带来的噪声，本文中系统已经提供了一种有别于传统

数值求解的轻量化的微分求解替代方案。需要提到，

依托于预训练的读出权重，基于晶体管模型的计算系

统可以实现 μs 级的求解，这是其他传统数值求解方

法难以达到的。

我们也在 FPGA 板上验证了本文利用储备池计

算和传统数值计算方法的优劣性，如表 2 所示。

比如和 Runge-Kutta 法相比，软件数值计算是通

过已知方程形式，通过对微分算子处理完成方程求

解，方程模式越复杂，资源消耗、处理时间、功耗越会

增加。相反，RC 算法由于储备池计算的特性，面对复

杂混沌方程时具有功耗较低和资源消耗量少的优势。

功耗也是边缘端计算设备必须考虑的问题之一［41］。
我们之前的研究显示，由于双电层的低栅压调节机

(a) PDE的求解过程

(a) Schematic of the PDE solving process

(b) 一维热扩散方程的真值与求解结果

(b) ground truth and the solved results
图5　一维热扩散方程

Figure 5　one-dimensional heat diffusion equation

表1　方程求解/预测误差对比

Table 1　Comparison of equation solving and prediction errors
任务

方程求解[28]

方程求解[38]

方程预测[13]

方程预测[39]

方程预测[40]

方程预测[12]

方程求解(本文)
方程预测(本文)
方程预测(本文)

方程

二阶非线性方程

正弦波方波组合

Mackey-Glass方程

Lorenz吸引子

Mackey-Glass方程

Hénon 映射

Mackey-Glass方程

Lorenz方程

一维heat扩散方程

准确率

NMSE=3.61×10-3

NMSE=0.02
NRMSE=0.17/0.03
NRMSE>1.35×10−3

RMSE=0.12
NRMSE>0.046

RMSE=0.043
NRMSE=0.04
NRMSE=0.008 58
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理，晶体管计算时功耗可以达到~pJ 级［14-15］；而基于晶

体管模型的求解中，FPGA 处理功耗也在≈1 W 量级，

低于传统数值方法。计算时间方面，本文系统使用预

训练的权重，仅需约 11 μs 就可完成 Lorenz 序列的求

解，而 CPU/GPU 通常耗时为此值的 500~103 倍。此

外，我们在 FPGA 相同条件下运行自回归算法（auto 
regression），作为基准和本文方案对比，结果如表 3
所示。

在处理混沌方程求解这类任务上，基于晶体管的

PRC 表现出来的显著的优势，而且因为储备池已经学

习 到 了 Mackey-Glass 混 沌 序 列 的 隐 藏 模 式 ，所 以

NRMSE 基本在自回归算法 1/4~1/10，更在 1 000 以上

点的测试集都可以保持长时间稳定性。

本文的设计也存在一些不足。其一是 PDE 的分

辨率限制：将连续的 x 变成 N 个 ODE，N 的大小限制了

求解精度。如果 N 太小，高频的空间震荡就会丢失。

同时该系统并不是传统的基于目标驱动的软件微分

方程求解系统，仅需输入方程形式、初值与边界条件

就可以得到方程解，而是基于数据驱动的，依赖于对

较多已知数据的学习（比如在 ODE 求解方面，学习率

为 50%）。

另外，为了系统结构的精简性与低功耗，通常 RC
只采用一个简易的线性读出层，但是面临非线性较强

的方程时，就需要谨慎地选取储备池的节点参数 N 与

掩膜长度 ML。而 RC 的效果对储备池结构十分敏感，

在参数选择不合适的情况下，特征并不能有效地被映

射到高维空间，导致求解准确率很低。而往往对于不

同方程，储备池参数 N，ML 的选取强依赖于经验或者

网格遍历方法（grid search），这限制了此系统面对众

多微分方程求解问题的广泛使用。同时单纯依赖于

器件物理以及基本储备池算法也无法完成对于偏微

分方程重要的边界条件约束的处理。

4　总结

本文提出了一种基于物理器件特性的微分方程

求解算法，利用电解质晶体管的短时记忆性与弛豫特

性，实现了基于储备池计算的微分求解；同时，我们

利用现有算法框架完成了多种求解、预测等多种对时

序序列、微分方程的处理，对于复杂非线性微分方程

和混沌时间序列都有较高准确性，从而可以实现边缘

平台的端到端微分方程计算。此外，我们也在储备池

计算领域首先引入了对于 PDE 的求解。实验结果表

明，在多个 ODE 和 PDE 计算场景下都实现了 10-2量级

的误差，尤其在一维热扩散方程中达到了 NRMSE≈ 
0.008，同时在计算用时 4 ms 左右，证明了本系统的高

效性和准确性。本文利用储备池算法与 IGZO 晶体

管，为边缘平台的微分方程高效处理开辟了新的思

路，从而可以推动未来物联网（Internet of Things，
IoT）、具身智能等新兴产业的发展。作为复杂混沌微

分方程处理方面的初步探索，本文仍存在不足之处，

后续研究中，我们将从器件模型仿真过渡到实际器件

计算系统，细化对于权重量化精度、微分方程边界条

件的处理，从而实现完善的片上微分方程求解系统。
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